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Graphes de recouvrement multichemins
Cyril Gavoille† ‡, Quentin Godfroy† §, Laurent Viennot¶
Cet article concerne des graphes de recouvrement (ci-apre`s nomme´s spanneurs) qui approximent des multichemins
entre des paires de sommets de graphes non oriente´s de n sommets. Habituellement un spanneur H d’e´tirement s pour
un graphe G est un sous-graphe couvrant tel que la distance dans H entre deux sommets quelconques est au plus s fois
la distance dans G. Nous e´tudions ici des spanneurs qui approximent des cycles, et plus ge´ne´ralement p chemins areˆtes
disjoints avec p > 1 pour toute paire de sommets.
Pour un graphe G non oriente´ nous construisons un 3-spanneur 2-multichemins avec O(n3/2) areˆtes. Autrement dit,
pour toute paire de sommets u,v la longueur du plus court cycle de H la contenant est au plus le triple de celle dans
G. On montre que cette construction est optimale en terme d’e´tirement et de nombre d’areˆtes. Dans un second temps
il est construit un (2,8)-spanneur 2-multichemins contenant O(n3/2) areˆtes, ce qui revient a` dire que pour toute paire
de sommets u,v la longueur du plus court cycle dans H la contenant est au plus du double de celle dans G plus une
constante additive de 8. Pour un p quelconque on observe qu’il existe pour tous entiers k et p un p(2k− 1)-spanneur
p-multichemins posse´dant O(p · n1+1/k) areˆtes, en laissant ouverte la question de savoir s’il est possible a` meˆme taille
de re´duire l’e´tirement a` 2k−1 pour tout p > 1.
Mots-clefs : spanneur, distance, flot, cycle
1 Introduction
Cet article concerne le calcul de spanneurs peu denses de graphes pour une me´trique de graphes multi-
distance. Habituellement les spanneurs sont de´finis a` l’aide de la distance standard des graphes, c’est-a`-dire
la longueur d’un plus court chemin. En re´alite´ la notion s’e´tend a` toute me´trique de graphe de´croissante,
c’est-a`-dire une fonction δ qui associe a` tout graphe G une me´trique δG sur ses sommets et telle que le
retrait d’areˆtes ne peut faire diminuer la distance entre deux sommets (i.e. δH > δG pour H sous-graphe de
G). Dans ce sens, un (α,β)-spanneur H d’un graphe G pour une me´trique de graphe δ est tel que pour toute
paire de sommets u,v on a δH(u,v)6 α ·δG(u,v)+β. On nomme (α,β) l’e´tirement—note´ simplement α si
β = 0.
Ici nous nous inte´ressons a` la distance multichemins et aux spanneurs de´finis relativement a` cette distance.
On de´finit la distance p-multichemins a` l’aide de p-multichemins : un p-multichemin joignant u a` v est
simplement de´fini comme un sous-graphe contenant p chemins areˆtes disjoints entre u et v. Le poids d’un
tel multichemin est de´fini comme la somme des poids des areˆtes. Ainsi, la distance est de´finie comme le
minimum des poids observe´s quand on parcourt l’ensemble des multichemins possibles entre u et v.
1.1 Motivation
Les spanneurs ont surtout e´te´ e´tudie´s dans le cadre de la distance habituelle des graphes comme introduits
par Peleg et Scha¨ffer [5], puis e´tendus aux graphes value´s [1]. Il existe une abondante litte´rature sur les
spanneurs reposant sur la distance de graphes dont on peut trouver un survol par Pettie dans [7]. Entre autres
il est bien connu que pour tout k > 1 on peut extraire de n’importe quel graphe value´ a` n areˆtes un spanneur
d’e´tirement (2k− 1,0) et comprenant O(n1+1/k) areˆtes. La preuve repose sur un algorithme glouton fonde´
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sur une modification de l’algortithme de Kruskall. Il est conjecture´ que le compromis e´tirement-taille est
optimal.
Conside´rer seulement un sous-ensemble de liens est une pre´occupation incessante des protocoles de
routage par e´tat de lien dans les re´seaux ad hoc [3]. Ceci soule`ve le proble`me de calculer un spanneur pour
la me´trique de graphe multichemins. Par ailleurs les spanneurs sont un ingre´dient clef dans la conception
de sche´mas de routage compact [6]. Concevoir des spanneurs multichemins est ainsi la premie`re e´tape vers
le routage compact multichemins.
La raison de conside´rer des chemins areˆtes disjoints et non pas des chemins sommets disjoints est que la
distance re´sultant n’est une distance que dans le cas des chemins areˆtes disjoints. Plus pre´cise´ment si l’on
de´finit d∗pG(u,v) comme le couˆt minimum d’un ensemble de p chemins sommets disjoints allant de u a` v
l’ine´galite´ triangulaire n’est pas force´ment satisfaite. Pour p = 2 on peut facilement construire un graphe G
tel que entre u, v et v, w la distance soit finie tandis que entre u et w elle ne le soit pas. Le choix de la somme
des longueurs suit le meˆme raisonnement. d pG est le choix le plus naturel pour e´tendre la distance habituelle
des graphes dans le cadre du routage multichemins.
1.2 Nos contributions
Nos re´sultats sont valables pour des graphes non oriente´s multi-areˆtes et pour la me´trique multi-chemins
d p pour p > 1. Nos contributions sont les suivantes :
1. Nous observons que tout graphe (non oriente´) multi-areˆtes value´ posse`de un p-multichemins p ·(2k−
1)-spanneur avec O(p · n1+1/k) areˆtes. La construction est fonde´e sur une application ite´rative de
l’algorithme standard de spanneur sur le graphe G.
2. L’analyse pre´ce´dente peut eˆtre raffine´e dans le cas des graphes non value´s pour montrer que la
construction qui produit un 2-multichemins 2 ·3-spanneur (k= p= 2) re´alise en fait un 2-multichemins
3-spanneur avec le meˆme nombre d’areˆtes.
3. On montre aussi que toutes les bornes infe´rieures valables sur les spanneurs standard (i.e. p = 1) se
transposent telles-quelles pour des p supe´rieurs. En particulier le compromis taille-e´tirement de notre
second re´sultat est optimal.
4. En utilisant une approche diffe´rente on montre qu’il est possible de construire un 2-multichemins
(2,8W )-spanneur de taille Φ · n3/2 + n areˆtes, ou` W est le poids maximal des areˆtes du graphe et
Φ ≈ 1,62 le nombre d’or.
2 Pre´liminaires
Dans la suite, on conside`re un graphe non oriente´ multi-areˆtes value´ G avec w comme fonction de
poids. Le couˆt de n’importe quel sous-graphe H est la somme du poids de ses areˆtes. On le note w(H) =
∑e∈E(H) w(e). On pose w(H) = 0 si E(H) =∅.
2.1 Distance multichemins
On de´finit un p-multichemin de u a` v comme un sous-graphe de G compose´ de p chemins areˆtes disjoints
allant de u a` v. On de´finit la distance p-multichemins entre u et v note´e d pG(u,v) comme le poids minimum
d’un p-multichemin P lorsque P parcourt l’ensemble des p-multichemins possibles allant de u a` v. On pose
d pG(u,v) = +∞ s’il n’existe pas p chemins disjoints entre u et v. Il est possible de montrer que d p est une
distance (la symme´tricite´ et la re´flexivite´ sont e´videntes et la preuve de l’ine´galite´ triangulaire repose sur
une application du the´ore`me de la coupe minimum et du flot maximum).
La distance multichemins peut se calculer avec une recherche de p-flot de couˆt minimum (voir p.ex. [4])
dans le graphe ou` l’on a remplace´ chaque areˆte par deux areˆtes de capacite´ un oriente´es dans le sens
contraire. La p-distance est alors re´alise´e en comptant les areˆtes prises dans un sens mais pas les deux.
2.2 Spanneurs ite´ratifs
Un s-spanneur p-ite´ratif H de G est un sous-graphe (couvrant) de G tel que H = ⋃pi=1 Hi ou` Hi est un
1-multichemins s-spanneur de G\⋃i−1j=1 H j. On remarque que de tels spanneurs ite´ratifs sont des spanneurs
p-multichemins.
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Proposition 1 Pour tous entiers k, p > 1, tout graphe multi-areˆtes value´ non oriente´ admet un (p · (2k−
1),0)-spanneur p-multichemins avec moins de p ·n1+1/k areˆtes qui peut eˆtre construit avec un (2k− 1,0)-
spanneur p-ite´ratif.
Preuve. Soit H un (2k− 1,0)-spanneur p-ite´ratif compose´ de Hi, i ∈ J1, pK, 1-spanneurs d’e´tirement (2k−
1,0) et posse´dant moins de n1+1/k areˆtes. Chaque spanneur existe (cf. [1]). Par conse´quence H a moins de
p ·n1+1/k areˆtes.
Soit deux sommets quelconques u,v de G. On note P un p-chemin de couˆt minimum entre u et v. On note
Hi(e) un plus court chemin dans Hi joignant les extre´mite´s de e. Soit F un sous graphe de´fini par la relation
suivante :
F =
⋃
e∈P∩H
{e}∪
⋃
e∈P\H
p⋃
i=1
Hi(e)
Il est facile de voir que w(F) 6 p · (2k− 1) ·w(P). En effet, chaque areˆte de e ∈ P est soit dans H soit
remplace´e par p chemins (areˆtes disjoints par construction) chacun de poids (2k− 1) ·w(e) par de´finition
des Hi. En sommant ces poids on obtient l’ine´galite´ voulue puisque pour e ∈ P dans H on a aussi w(e) 6
p · (2k− 1) ·w(e).
Pour la p-connectivite´, il est propose´ un raisonnement a` base du the´ore`me de coupe minimum et de
flot maximum. Pour toute coupe X se´parant u de v, soient e1, . . .eq les areˆtes de P coupe´es par X (q est
supe´rieur a` p sinon P ne serait pas un p-multichemin). Deux cas se pre´sentent : soit e1, . . .eq ∈ H et dans
ce cas la coupe est supe´rieure a` p dans F , soit ∃ j tq. e j /∈ H et dans ce cas la coupe se´pare les p chemins
H1(e j) . . .Hp(e j)∈ F , donc a pour capacite´ au moins p. Dans tous les cas la coupe a une capacite´ supe´rieure
a` p dans F donc le flot vaut au moins p. On a donc p chemins disjoints dans F . 2
3 Nos re´sultats
3.1 2-multichemins 3-spanneur
Le spanneur est construit de la meˆme fac¸on avec un 3-spanneur 2-ite´ratif. L’analyse est re´alise´e en
conside´rant un 2-chemin P de poids minimum reliant u a` v dans G avec quelques contraintes techniques en
ajoutant incre´mentalement des chemins de remplacement pour les areˆtes de P non dans H. Les cas d’in-
tersection entre les remplacements d’une areˆte et le chemin oppose´ sont ge´re´s en bornant leur nombre.
La 2-connectivite´ se fait avec des arguments de coupe similaires a` ceux utilise´s pour les p-multichemins
spanneurs. La preuve comple`te est omise ici.
3.2 Conside´rations de borne
On note pour tous p,n et s > 1 mp(n,s) l’entier le plus grand tel qu’il existe un graphe multi-areˆtes value´
a` n sommets tel que tout spanneur p-multichemins d’e´tirement strictement plus faible que (s,0) pour ce
graphe ne´ce´ssite au minimum mp(n,s) areˆtes.
Proposition 2 Pour tous entiers n, p > 1 et re´el s > 1, mp(n,s)> m1(n,s).
Cette proposition s’entend tout particulie`rement pour la conjecture d’Erdo˝s-Simonovits [2] et ame`ne que
pour tous k> 1 il existe un graphe multi-areˆtes a` n sommets tel que tout spanneur p-multichemins d’e´tirement
strictement moindre que 2k+ 1 posse`de Ω(n1+1/k) areˆtes. Sa preuve repose en prenant un graphe extre´mal
pour des 1-chemins spanneurs, et en remplac¸ant chaque areˆte par p areˆtes.
3.3 2-multichemins (2,8)-spanneur
La construction est fonde´e sur le concept d’arbre couvrant de 2-chemins de poids minimum et une adap-
tation de la construction classique de (1,2)-spanneurs. Un arbre couvrant de 2-chemins est simplement un
sous-graphe couvrant avec nœud privile´gie´ u tel qu’il existe pour tout sommet v un 2-chemin de poids mi-
nimum entre u et v. On les note SPTpH(u). On peut notamment montrer qu’un tel arbre peut eˆtre construit
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avec moins de 2(n− 1) areˆtes en constatant que la construction de Suurballe et Tarjan [8] peut eˆtre adapte´e
au cas non oriente´ et revient a` l’application de deux ite´rations de l’algorithme de Dijkstra.
Dans la suite BpH(u,r) = {v∈V (H) : d pH(u,v)6 r} de´signe la boule de p-multichemins de rayon r centre´e
en u dans le graphe H.
pour chaque areˆte e ∈ G faire
si ∃e′,e′′ tq.w(e′),w(e′′)6 w(e) et joignant les meˆmes extre´mite´s que e alors
G ← G\ {e}
H ← (V (G),∅) et W ← max{w(e) : e ∈ E(G)}
tant que ∃u ∈V (G) tq.
∣
∣B2G(u,4W)
∣
∣> (
√
5− 1)√n faire
H ← H ∪SPT2G(u)
G ← G\B2G(u,4W )
W ← max{w(e) : e ∈ E(G)}
H ← H ∪G
Algorithme 1: Un algorithme de 2-multipath (2,8W )-spanneur.
Le spanneur est construit a` l’aide de l’algorithme 1. Celui-ci fonctionne de la manie`re suivante : une
fois l’e´tape pre´liminaire de supression des areˆtes manifestement inutiles effectue´e, on effectue la boucle
principale : pour chaque sommet u au centre d’une 2-boule de rayon 4W on rajoute le 2-arbre enracine´ en
u au spanneur puis on retire du graphe ladite boule. On met ensuite a` jour le poids maximal W . `A la fin, on
rajoute les areˆtes restantes du graphe.
Proposition 3 Tout graphe multi-areˆtes non oriente´ value´ posse`de un 2-multichemins (2,8W)-spanneur
avec moins de Φn3/2 + n areˆtes, ou` Φ ≈ 1,62, le nombre d’or.
Ide´e de la preuve : L’e´tirement est prouve´ en conside´rant un 2-chemin de poids minimum entre deux
sommets u et v. Si le chemin n’intersecte aucune 2-boule alors il est dans le spanneur. Dans le cas contraire
il existe w centre de la boule et on a des contraintes sur la longueur des plus court chemins entre w et les
deux autres nœuds qui sont dans le spanneur a` cause du 2-arbre de plus court chemin enracine´ en w.
Le nombre d’areˆtes provient d’une analyse sur d’une part le nombre d’areˆtes adjacentes aux centre des
boules qu’on borne d’apre`s le nombre de sommets dans les boules et d’autre part le graphe restant dont on
peut montrer qu’il n’a pas de cycle de taille infe´rieure ou e´gale a` 4.
4 Perspectives
Il reste a` investiguer l’existence (ou le calcul) de p-multichemins 2k− 1-spanneurs pour p > 2 et k > 2.
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